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1 Die diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Definition 1 (DFT) Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) der Linge N
ist gegeben durch

T:CVN - CV,
N-1 _
yj =Tyx) =) (1)
k=0
mit s
wn :=e N =cos(2r/N) —isin(27/N). (2)

In der Definition 148t sich direkt ablesen, dafl jeder Ergebniswert y; von allen Ein-
gangswerten x; abhingt. Ein naiver iterativer Algorithmus zur Berechnung der DFT
hat also eine Zeitkomplexitit von O(N?).

Definition 2 (2D-DFT) Die 2D-DFT ist gegeben durch

T:CleNQ _>ch><]\/2’

Ni—1Nx—1

R R —27mi(j1k1/N1+j2ka/N:
Yi1 g = Tjhjz(x) = Z Z Thy hl 2" (d1k1/Ni+j2k2/N2) (3)
k1=0 ko=0

Die 2D-DFT 143t sich auf die 1D-DFT zurtickfiithren

Ni—1 Na—1
Tj o) = D (D gy pye 2792k N2)e=2midnka /Ny ()
k1=0 k2=0
Ni—1 Nz—1
=TS st o
k1=0 kz=0

2 Permutationen und Graphen

2.1 Permutationen

Im Zusammenhang mit Butterfly- und de Bruijn-Graphen ist die folgende Permu-
tation und ihre Umkehrung von Bedeutung

Definition 3 (Shuffle- und Unshuffle-Permutation) Die Shuffle- Permutation
o1,p ist eine Abbildung

op IN—IN,
Ul,p((an—17 sty ap+la a/p-‘rl—la ap+l—27 BRI a/pa a/p—17 sty 0'0)2) (6)
= (anfh s Optls Gpy =25+ - -5 Qpy Apt—1,Qp—15 - - - a0)2

Es werden also in der Dualdarstellung einer Zahl 1 Stellen ab der Position p zyklisch
nach links rotiert.
Die Unshuffle-Permutation Uljpl ist die Umkehrabbildung zu o, ,.

Beispiele: 042((10100110)3) = (10001110)2, o 3((10001110)2) = (10100110)s.
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Abbildung 1: links: Butterfly-Graph, rechts: iterativ fortgesetzter de Bruijn-Graph
(Basis 2, Dimension 3).

2.2 Graphen
2.2.1 Butterfly-Graphen

FEin n dimensionaler Butterfly-Graph zur Basis 2 besteht aus n Stufen und 2" Knoten

pro Stufe. Fiir die Stufen ¢ = 1,...,n ist ein Knoten a = (a,—1,...,a0)2 mit den
beiden Vorgéngern (an—1,...,an—t+1,0,an—t—1,...,a0)2 und
(@n—1y-++y@n—ts1,1,0n_t_1,...,0a0)2 verbunden (Abbildung 1).

2.2.2 De Bruijn-Graphen

Ein n dimensionaler de Bruijn-Graph zur Basis 2 besteht aus 2™ Knoten und
2(n + 1) Kanten. Jeder Knoten hat 2 ein- und 2 ausgehende Kanten. Bei der Be-
schreibung von Verbindungsnetzwerken werden de Bruijn-Graph iterativ verwendet.
Ein Knoten a = (an—1,...,a0)2 ist mit seinen Vorgaengern (0,an_1,...,a1)2 und
(1,an—1,...,a1)2 und seinen Nachfolgern (a,—2,...,a1,0)2 und (an—2,...,a1,1)2
verbunden (Abbildung 1).

3 Die schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Bei der schnellen Fourier-Transformation (FFT) handelt es sich um einen Algo-
rithmus zur Berechnung der DF'T, der durch Anwendung des Divide and Conquer-
Paradigmas eine Zeitkomplexitit von O(N log N) erreicht. Im folgenden soll der
iterative FFT-Algorithmus und seine Datenflufistruktur hergeleitet werden, da diese
auch die Grundlage paralleler Implementierungen bilden.

Sei N:=27 > 1,p€IN und n := N/2.

Die Berechnung der Komponenten y; wird getrennt fiir gerade und ungerade Indizes
J betrachtet. Ziel ist jeweils, die Berechnung der Komponenten y; auf die Berechnung
einer DFT der halben Linge n zuriickzufiihren.



Fir j=0,...n—1 gilt

N-1 n—1
25k 2k 2j(n4k)
Yoj = E Twy ' = E (Zrwi" + Tryrwy ) (7)
k=0 k=0

Um die beiden Summanden zusammenzufassen betrachten wir

w[Q\?(n-{-k) _ w{VNij _ w]Q\;‘k _ wglk (8)
Wir erhalten also .
n

y2j = 3 (@ + Togr)wd (9)
k=0

Analog erhalten wir fiir ungerade Indizes von y

N—-1 n—1
2j+1)k 2j+1)k 2j+1 k
Yoi+1 = Z ka](VJ"r Mk _ Z(kaj(v]+ ) +xn+kw§\,J+ )(nt )) (10)
k=0 k=0
n—1 ) )
— (ka?\?kwﬁ, + xn+kw]2\?("+k)w§,+k) (11)
k=0

Zum Zusammenfassen der Summanden beno6tigen wir noch, dafl gilt

21

W = W/ = cos( ST (N/2 4 K)) — isin( o (N/2 4 K)) (12)

2 2 2 2
= cos(m + Wﬂ-k) —isin(m + Nﬂk) =— cos(ﬁﬂ-k) —|—isin(ﬁﬂk) = —uwhk
Damit ergibt sich fiir diesen Fall

n—1

Y2j+1 = Z(xk — Tpyr)oy W) (13)
k=0

Die Gleichungen 9 und 13 zeigen, dafl wir (y2j)0T§j<n—1 durch die DFT der Lange n
von (24n 1)< jon—1 W0d (Y2541)d<; <y durch die DET von (2 — 215 )wh i< jcn1
erhalten. Fiir n > 1 148t sich dieses Verfahren auf die beiden DFTs der Lénge n
getrennt rekursiv anwenden.

Dieses Vorgehen fithrt zu einem Butterfly-Graph der Dimension 1d N zur Basis 2
als Datenfluigraph der FFT (Abbildung 2).
Im ersten Schritt ergeben sich folgende Funktionen in den Knoten

9 (a,0) = : (14)

a+b falls 0 <j<n
(a—Dbwh™ fallsn<j<N

Auf die DatenfluBstruktur haben die Gewichte w’; " keine Auswirkung, so da$f es im
Folgenden ausreicht nur die beiden Typen

fi(a,b) =a+b fiir die erste Hélfte und

fa(a,b) = (a —b)W, W € C fiir die zweite Hilfte (15)

zu unterscheiden.

Durch das in jedem Schritt vorgenommene Anordnen der Ergebnisse zu geraden In-
dizes in der oberen Hilfte des betrachteten Ausschnitts, befindet sich das Ergebnis
y; der DFT in der letzten Spalte in der durch die gespiegelte 1d N-stellige Dualdar-
stellung von j bestimmten Zeile (Bitreversal).
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Abbildung 2: Datenflugraph der FFT (N = 8).

4 Parallele 2D-FFT Algorithmen

Parallele 2D-FFT Algorithmen sind in der digitalen Bildverarbeitung von Bedeu-
tung, wenn Bilder aus z.B. 512 x 512 Pixeln, also 2'® einzelnen Werten, moglichst
in Echtzeit transformiert werden sollen. In diesem Abschnitt sollen zwei vom An-
satz und der Verteilung der Daten auf die Prozessoren her verschiedene parallele
2D-FFT Algorithmen fiir den Einsatz auf MIMD-Systemen (Multiple Instruction
Multiple Data) vorgestellt werden. Als Kommunikationsnetzwerk des Zielsystems
wird jeweils ein Basis 2 de Bruijn-Graph angenommen.

Es gibt zwei Moglichkeiten Algorithmen zur Berechnung der 2D-DFT zu realisieren

e durch geschachtelte Anwendung der 1D-FFT

e durch Ubertragung des Vorgehens beim Entwickeln der 1D-FFT auf 2 Dimen-
sionen

Fiir die folgenden Algorithmen habe die Eingangsmatrix die Gréfle N x N mit
N :=2P >1,pelN und es sei n:= N/2.

4.1 Algorithmus 1: Realisierung durch 1D-FFTs
Ein 2D-FFT Algorithmus 148t sich gemif der Gleichung

N—-1 N-1 ) )
Yinga @) = 3 (Y @y w2 (16)
k2:0 k1:0

unter Verwendung des 1D-FFT Algorithmus konstruieren. Zunéchst werden die
Spalten der Eingabematrix durch die 1D-FFT transformiert. Anschlieend werden
dann auf gleiche Weise die Zeilen transformiert. Die Datenflufistruktur 148t sich wie
bei der 1D-FF'T durch einen Butterfly-Graph beschreiben, in dem jedoch jetzt in der
ersten Hilfte die Spalten- und in der zweiten die Zeilentransformationen stattfinden.
Hieraus ergeben sich andere Gewichte der Knotenfunktionen. Aus der Reihenfolge



e — — N‘\ j
- \' \' \' '
. §§4§&§%4§&4§§
: e\/’f"z;‘%\/f NG TIN50

L7

: NI NI
RSB BN R BN
R RS R
= «v‘/\«v‘/\«v‘/w :
ST\ S\
i i

111111 15
1. Schritt =4 2. Schritt =4 3. Schritt =4

1101 @
0 @

Abbildung 4: Algorithmus 1, 1. Schritt: Ubergang zu einem homogenen Datenfluf-
graph (N2 = 16).
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Abbildung 5: Algorithmus 1, 2. Schritt: Skalierung auf P Prozessoren (N2 =
P =4).
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Abbildung 6: Algorithmus 1, Ergebnis: Einbettung in den Kommunikationsgraph des
Zielsystems (N2 = 16 und P = 4).



der Transformationen ergibt folgende Datenverteilung auf die Knoten des Butterfly-
Graphen (Abbildung 3)

0 1 2|13
4 | 516 |7
819 (1011
12 [ 13 | 14 | 15

Ein paralleler 2D-FFT Algorithmus fiir P Prozessoren auf Basis dieses Butterfly-
Graphen 48t sich wie folgt konstruieren

e die Knoten im Butterfly-Graph werden mit jedem Schritt Shuffle-permutiert
(01d N2.0)> um einen bzgl. der Verbindungen homogenen de Bruijn-Graph zu

erhalten (Abbildung 4)

e der de Bruijn-Graph der Dimension 1d N? wird in einen de Bruijn-Graph der
Dimension 1d P eingebettet, der dem Kommunikationsnetzwerk des Zielsy-
stems entspricht (Abbildungen 5 und 6)

4.2 Algorithmus 2: Basis 4 2D-FFT

Ein anderer Ansatz iibertrigt das Vorgehen bei der Entwicklung des 1D-FFT Algo-
rithmus. Fiir j =0,...,n — 1 ergibt sich

N—-1N-1
_ 2j2k2+251k1
Yoji2is = D D Thy ke (17)
k1=0k>=0
N—-1 —
Y ey
k1=0 ko=0
N—-1 n—1
Koy 21k
( xk17k2 +x7€17n+k2)wj2 2)WNI !
k1=0 ko=0
— — n—1
jok jok i1k
§ E xkl,kz + xk17n+k2)w¥7,2 2+ § (mn+k1,/€2 + xn+k1,n+k2)wgz2 2)w%1 !
1=0 ko=0 ko=0

1

i
L

n

k k
= ( (mklng + Thyntks T Ttk ke T xn+k1,n+k2)"‘ﬂ2 z)wh !

>
2
i
=]
>~
M
Il
=]

= E E joka+j1k
- (xk17k2 + Ty ntks T Tnaky ks T xn+k1,n+k2)w7jf 2+j1k1

Die Berechnung der Matrix (y2j,,2j,)0<j,,j<n—1 Wird also auf die Berechnung der
DFT der n x n-Matrix (2, j, + Tntji ntjs)0<j1,ja<n—1 zuriickgefiihrt. Die Werte
Y251, 2j2+1> Y2j14+1,25, und Yoj, 11,25,4+1 ergeben sich analog unter Beriicksichtigung
der auftretenden Gewichte.



Die DatenfluBstruktur dieses 2D-FFT Algorithmus 148t sich durch einen log, N2-
dimensionalen Butterfly-Graph zur Basis 4 (Abbildung 7) beschreiben, wenn die
Eingangsmatrix wie folgt auf die Knoten verteilt wird

0 11415
213|167
819 |12 |13
10 [ 11 | 14 | 15

und in den Knoten folgende Funktionen

gl(aa b7 () d) - fl(fl(a7 C)v fl(b7 d))
gQ(Qabvc’d) _fQ(fl(a7C)vf1(b7d)) (18)
93((1; b, c, d) = fl(fQ(a> C)a f2(ba d))
ga(a,b,¢c,d) = fa(fa(a,c), f2(b,d))
fiir folgende Bereiche
g1 | 92
93 | 94

verwendet werden, wobei f; und fo durch Gleichung 15 gegeben sind.

Die Entwicklung eines parallelen Algorithmus fiir P Prozessoren, der der Struktur
dieses Butterfly-Graphen entspricht, verlduft wie folgt

jeder Schritt im Basis 4 Butterfly-Graph wird in 2 Schritte zerlegt, wobei
im ersten ein Spalten- und im zweiten ein Zeilentransformationsschritt durch-
gefiihrt wird (Abbildung 8)

der entstandene Basis 2 Butterfly-Graph mit 1d N2 Ebenen wird durch Einbet-
ten in einen Butterfly-Graph der Dimension 1d 2P auf 2P Prozessoren skaliert
(Abbildung 9)

die letzten 1d N2 —1d 2P Schritte lassen sich durch einen beliebigen iterativen
2D-FFT Algorithmus lokal auf den einzelnen Prozessoren berechnen (Abbil-
dung 10)

im Butterfly-Graph der Dimension 1d 2P werden mit jedem der 1d 2P Schritte
die Knoten Shuffle-permutiert (o}q,p,), o dafi ein homogener iterierter de
Bruijn-Graph entsteht (Abbildung 11)

der de Bruijn-Graph wird in einen de Bruijn-Graph der Dimension 1d P einge-
bettet, so dal Funktionen, die identische Daten benétigen, sich auf demselben
Prozessor befinden (Abbildung 12)
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Abbildung 7: Algorithmus 2, Ansatz: log, N2-dimensionaler Butterfly-Graph zur
Basis 4 (Kanten des 1. Schrittes nur exemplarisch, N2 = 16).

Abbildung 8: Algorithmus 2, Schritt 1: 1d N2-dimensionaler Butterfly-Graph zur
Basis 2 (N? = 16).
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Abbildung 9: Algorithmus 2, Schritt 2: Skalierung auf 2P Prozessoren (N2

und P = 4).
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Abbildung 10: Algorithmus 2, Schritt 3: Butterfly-Graph mit 1d 2P globalen Schrit-

ten (P =4).
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Abbildung 11: Algorithmus 2, Schritt 4: durch Permutation homogenisierter iterierter
de Bruijn-Graph mit 1d 2P Schritten (P = 4).
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Abbildung 12: Algorithmus 2, Ergebnis: Einbettung in den Kommunikationsgraph
des Zielsystems (N? = 16 und P = 4).
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5 Laufzeitergebnisse

Um das Laufzeitverhalten der Algorithmen vergleichen zu koénnen, folgen Mefler-
gebnisse, die auf einem als de Bruijn-Netzwerk konfigurierten Transputer-basierten
System aus bis zu 128 Prozessoren ermittelt wurden. Die in Abbildung 13 rechts
dargestellte Effizienz ist wie folgt definiert

sequentielle Laufzeit

(=1) (19)

Speedup = parallele Laufzeit

Speedup

Effizienz = (<1) (20)

Anzahl an Prozessoren " —

alg1: FFT calculation with 2IdN communication layers
N = 256 runtime | Mflops 09
pe’s system [sec] g EZ
IBM RS-6000 220 3,01 1,74 | |3 spes
IBM RS-6000 350 1,13 4,64 L
IBM RS-6000 580 0,80 6,55 % : s - : ;
1 T800 25 MHZ 7,87 0,67 0 8 16 24 2 40 48 56r°:ess7°2rsm 88 96 104 112 120 128
1 | T800 25 MHz (par) | 895 | 0.59 ’
1 T805 30 MHz 7,68 0,68 —x— 128 —+— 256 —— 512 —*— 1024
1 | T805 30 MHz (par) | 10,96 0,48 o o
1 T800 20 MHz 9’77 0, 54 alg2: FFT calculation with (1 + Id P) communication layers
1 | T800 20 MHz (par) | 10,69 0,49 08 [y
2 | T800 20 MHz (par) | 6,36 0,82 g o7
4 | T800 20 MHz (par) | 3,41 1,54 § o5
8 | T800 20 MHz (par) | 1,76 2,98 § o
16 | T800 20 MHz (par) | 0,93 5,66 P I N S S SO Y : -
32 T800 20 MHZ (pa.r) 0,54 9,77 0 8 16 24 32 40 48 5 64 72 80 88 96 104 112 120 128
64 | T800 20 MHz (par) | 0,31 16,83 processor
128 | T800 20 MHz (par) | 0,18 28,56 TXT 128 T+ 256 O 512 T 1024

Abbildung 13: links: Vergleich der Laufzeit auf unterschiedlichen Standardprozesso-
ren und Transputern, rechts: Effizienz der Algorithmen 1 und 2 fiir N x N- Bilder
(Ergebnisse iibernommen aus [1]).
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